TD 26 : Développements limités

Calculs de DL

*¥: Déterminer les développements limités sui-
vants :

() DLs(0) (m) DL4(0) de ———
(b) DL, (0) de chx o
(n) DL3(0) de thx
(c) DLs(0) de XCOSX
V1+x+ ! (0) DL4(0) de sinx
1*_—)6 () DL, (0) de arctanx
(d) DL4(0) de S P tanx
X (@) DLs(0) de arctanx
(e) DL,(0) de S 21 T2 (r) DL5(0) de arccosx
x
(f) DL3(0) de (s) DLs(0) d / & di
cos(x)In(1+x)
(g DLs(0) de (1 — ) DLs(0) de 2+x
ch(x))sinx (w) DL3(0) de e
(h) DL3(0) de ¢*arctanx ~ (V) D 15(0) de
(i) DL3(0) de eV (1 + Hx)
1
(k) DIL4(0) de In(cosx) (x) DL(0) de (1+x)+
() DLs(0) de (y) DL4(0) de COS( )int)
1+x21In(1+x°) (z) DLs(0) de cos’ x

*t: (DL ailleurs qu’en 0) En posanty = x — 4,
déterminer les DL3(4) de ¢*, Inx et x* avec o € R.

Inx
De maniére similaire, déterminer le DL3(1) de —- etle
X
DL3(7/4) de tanx.

% Soit @ € R. Déterminer, en fonction de «,
I'ordre maximal n pour lequel x* admet un DL, (0).

1
(4 )»## Montrerque ——— FuPE admet un DL, (0). En
x
est-il de méme pour un DL3(0) 2 Un DL4(0) ?

99 xk
@ *#% Déterminer le DLjoo(0) de In (Z o )

Applications des DL

(6 )» Soit f la fonction définie sur R\ {1} par
xVx?+1

flx) =

1) Donner un équivalent simple de f en 0. En déduire
le signe de f au voisinage de 0 et la pente de sa
tangente.

2) Donner un équivalent simple de f en 1.

3) Montrer que la courbe représentative de f admet
une asymptote oblique et préciser leurs positions
relatives.

#% Alaide d'un DL et/ou d’'un équivalent, dé-
terminer les limites suivantes :

X+ sinx VT x— 1 +x
1) lim 5) lim
x=0 xlnx x—0 In(1+x)
14 1 6 li Inx
X\~ im
2) hm( > x—1x2—1
=0\ 1—x

7) lim In(x)In(1 —x)
x—1-
3) limx? (e% —eﬁ)

=0 8) 1_1>r£ <\/x2—x+2—x>
X oo
&~ e X Inx
4) 1i im (—)"
) x30 (shx smx) %) xgl:ri-lw (lnx)

*#* Soitn € N. Calculer le DL, (0) de la fonction

iemes

arcsinus. En déduire les valeurs des dérivées n en0
de la fonction arcsin.
@ ##* Soit f la fonction définie par :
Vxe ]| —1,0[U]0,+e[ f(x)= 1
In(14+x) x

1) Déterminer le DL,(0) de f.

2) En déduire que f peut étre prolongée par conti-
nuité en 0. On notera encore ce prolongement f.

3) Montrer que f est dérivable en 0 et donner la valeur

de £/(0).
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4) Déterminer la position relative de f par rapport a
sa tangente en 0.

##% Donner la tangente et la position par rap-
port a la tangente aux points x( des fonctions suivantes.
Est-ce qu’il y a un extremum local en x ?

1 X B
1) 1+€x+z enxy=0
2+ x+2x°
2) W enx0=O
3) Inx x |
——— enxy=
x—12 2 %

4) x+2vVx—V3+x

enxg=1

ke (Oral polytechnique) Soit p > 2 un entier.
<1P/n+2P/"+ . +pP/">n

Déterminer lim
n—y+oo

p

—— DA, asymptotes obliques, cadre implicite

** Donner une asymptote en oo et la position
par rapport a 'asymptote des fonctions suivantes :

F(0) = Vx(2+ x)er

h(x) = ln(ex2 —e'—1) ¢(x) = \/ 1—|x—4x2

#*xx  Soitn > 1et f: R — Rlafonction définie

g(x) = (x3+x2—|—x—|— 1)%

e(n—l—l)x 1 '
par:  f(x) = Q1 six#0
n+1 sinon

1) Calculerle DL3(0) de f.

2) En déduire la valeur de Z .
k=1

*#% Déterminer un développement asympto-
tique en 4o des expressions suivantes a la précision
indiquée :

1) Valn(n+1) alaprécisionn>/?

2) \/x++/x alaprécision 1/x

*#% Déterminer un développement asympto-
tique en 0 des expressions suivantes a la précision indi-
quée :

1) x* alaprécision (xInx)2.

2) In(sinx) ala précision x*.
##+1: (DL d’une fonction réciproque) Pour tout
x € R, on pose f(x) = xe*

1) Montrer que f réalise une bijection de R sur R et

que sa réciproque est de classe €.

2) Justifier que f~! admet un DLs(0) et que ce DL
peut s’écrire

) =ay+by’ +ey’ + o (¥°)
y—0

3) En déduire une expression du DLs(0) de ! (f(x))
en fonction de a, b, c. Conclure.

##d: (DA d’une suite implicite) Pour toutn € N,
on considere I'équation x + Inx = n d'inconnue x € RY,..
1) Montrer que pour tout n € N, il existe une unique
solution qu’on notera u,. On dispose donc d’'une
relation “fondamentale” :

‘un:n—lnun‘

2) Montrer que (u,) est croissante, puis montrer que
Uy — +oo.

3) Montrer que Inu, = o(u,). En déduire que u,, ~ n.
4) Justifier que u, = n+o(n).

5) En déduire que u, =n—Inn+o(lnn). Utiliser la
relation fondamentale.
P Inn Inn
6) En déduire que u, = n—Inn+ — +o0| — ).
n n
Utiliser la relation fondamentale.
7) En déduire un DA de u,, avec 4 termes. Utiliser la

relation fondamentale.

##1: (DL d’'une fonction implicite) Pour e > 0,
on consideére I'équation e~ = x d’inconnue x € R,
1) Montrer que pour tout € > 0, il existe une unique
solution qu’on notera x(¢&). On dispose donc d’'une
relation “fondamentale” :
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2) Montrer que x(€) < 1. En déduire que lim x(¢) = 1.

e—0
3) Montrer quex(e) =1—¢€+ o (€).
e—0

4) En déduire le DL, (0) de € — x(&)
Utiliser la question précédente et la relation fonda-
mentale.

5) En déduire le DL3(0) de € — x(¢)

Utiliser la question précédente et la relation fonda-
mentale.
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